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1. Bevezetés, a segédlet célja

A gépészeti tervezésben ma mar a végeselem-modszer a legelterjedtebb modszer szilardsagi
ellendrzésre. Elterjedésének oka, hogy az analitikus szadmitasi eljarasoknél sokkal szélesebb korben
alkalmazhatd, bonyolultabb problémakat is meg lehet oldani a segitéségével. A mai kereskedelmi
szoftverek felhasznalobarat feliilete konnyen hasznalhaté, gyorsan megoldashoz jutunk egy-egy
probléma esetében. Az eljaras szamos elénye mellett azonban — éppen a konnyl kezelhetéség miatt —
az alkalmazasanak megvannak a vesz¢lyei is. Mivel ma mar nem kell a végeselem-mddszer mélyebb
ismerete egy adott probléma megoldasahoz, igy eléfordul, hogy nem a megfelel6 modellt alkalmazzuk
a feladat valamelyik részletében, vagy az eredményeket nem ugy értékeljiik, hogy figyelembe vessziik
a valasztott modell korlatait. Sok esetben az iparban alkalmazott modellek hibasak, mert a felhasznalok
nem ismerik (fel) a hasznalt modell korlatait vagy nem megfeleld modellt alkalmaznak.

A segédlet célja, hogy bemutassa (példak segitségével) a szilardsagi modellezés folyamatat a
geometria meghatarozasatél az eredmények értékeléséig. A segédletnek nem célja a végeselem-
modszer bemutatdsa, megtanitasa, annak elsajatitasara léteznek megfeleld tananyagok. A segédlet azok
szdmara hasznos, akik ismerik a mddszert, de nem rendelkeznek nagy tapasztalattal, igy sok probléma
kezelésére még nincsenek bevalt eljarasaik. Reményeink szerint a tapasztalt szakemberek szdmara is

szolgal néhany érdekes és hasznos informacidval.



2. Modellvalasztas

Barmilyen szamitasi modszer esetében a modellvalasztas alapvetd fontossagu, hiszen hidba oldunk
meg egy problémat jol, ha a valdésagban egy masik problémaval allunk szemben. (Hidba szdmoljuk ki,
hogy 2 + 2 = 4, ha a valosagban 2 + 3 = ? a kérdés, csak nem jol modelleztiik.) A végeselemes
modellezés alkalmazasakor is az a célunk, hogy a lehetd legegyszeriibb, de még elegendd pontossagu
modellt valasszuk ki a feladat megoldasahoz. Ehhez egy j6 egyensulyt kell taldlnunk a rendelkezésre

allo kapacitasok és idd, valamint a sziikséges pontossag kozt.

2.1. Geometriai modellezés, egyszeriisitések sziikségessége és
lehetbségei

A szamitogépes modellezés alapja a geometriai modell. Ez sosem egyezik meg a valos
geometriaval, mert példaul egy egyszerli henger esetében is kiilonbozik egy elméleti, tokéletesen kor
alaku és allandé atméréjii modell a valdsagban az adott gyartasi modszer pontossaganak megfeleld
eltéréssel legyartott darabtol. Azonban a geometriai modellezéskor legtobbszor ennél sokkal nagyobb
eltéréseket i1s alkalmazunk. Ezt tudatosan és tervezetten kell végrehajtani, a sajat céljainknak
megfelelden.

A geometriai modellezéskor két lehetdségiink van. Elso esetben a valos test lehetd legpontosabb
masat igyeksziink numerikus formaban rogziteni. Ennek eredménye mindig 3D testmodell, ami
modellezési problémat nem vet fel, hiszen ilyenkor a valdsagot egy az egyben akarjuk lemdsolni. Ekkor
a modellezési kérdés az, hogy vannak-e elhagyhato, példaul egy terheletlen szerkezeti elemek amelyet
kihagyhatunk a modellbdl. Masodik eset, amikor az eredeti geometria helyett annak valdban
egyszerusitett modelljét alkalmazzuk.

A véges elemek kozt vannak 1, 2 és 3 dimenzids elemek. Ezek alkalmazdsa a valasztott
geometriai modellel szoros kapcsolatban van, mert a majdani elemtipusnak megfeleld geometriai
modellt kell késziteni. A valésdg mindig 3D, de vannak esetek, amikor nem lehetséges vagy nem
célszerli a modellezéskor is ezt hasznalni.

A modell egyszeriisitésének célja minden esetben a feladat idéigényének csokkentése. A feladat

1ddigényét két iranybdl is csokkenthetjiik, az egyik maga a geometriai modell 1étrehozasanak munkaidd



igénye, a masik a kész modell esetében a szamitasi 1d6 csokkentése. Ha csak a szamitasi idot tekintjiik,
akkor is sokszor taldlkozunk azzal a problémaval, hogy a megfeleléen hal6ézott 3D modell szamitasi
igénye tul nagy, napok, hetek, hdnapokban mérhetd, és nem all a rendelkezésiinkre ennyi. Ilyenkor az
egyik lehetdségiink a geometriai egyszerlsités. Geometriai egyszerusitésekre a kovetkezo
lehetdségeink vannak:

- szimmetria, periodikus tulajdonsag modellezése,

- dimenzid csokkentése.

2.1.1. Szimmetria modellezése

Ha a vizsgalt alkatrész vagy szerkezet szimmetrikus, érdemes elgondolkodni, hogy a
szimmetridt kihasznalva egyszerlsitsilk a modellt. Természetesen nem mindig érdemes ezt az
egyszerlsitést elvégezni. Ha a szdmitasi id6 nem hosszu, akkor nem biztos, hogy megtériil a tobblet

elokészitésbe fektetett 1dO0.

[ ero: 20000

B hetos: [ ero: 1001V
efogas

B] befogas

B szimmetria

2.1. abra: Szimmetria modellezése

Ha a test és a terhelés is szimmetrikus, akkor ennek kihasznalasaval elegendd a test egyik
felét modellezni és a szimmetriai sik elmozdulasat megakadalyozni a sikra merdleges iranyban (2.1.
abra). A megfelel6 modell esetében (a numerikus hibatol eltekintve) ugyanazt az eredményt kapjuk

(2.2. 4bra).



Redukalt fesziiltség [MPa]
49,657 Max
44,142
38627
33112

37 587
22,082
16,567
11,052
5,5365
0,021517 Min

2.2. abra: Redukalt fesziiltségek a teljes és a fél modellen

A fenti esetben a test geometridja kétszeresen szimmetrikus, de a terhelés nem, igy azt nem
lehet kihasznalni. Ha a terhelés is kétszeresen szimmetrikus, akkor a kettds szimmetria kihasznalasaval

tovabb egyszerlisithetd a modell, elegendd a negyede. (2.3. 4bra)

B ero: SOON
B befogas

B szmmetria 1
B szmmetria?

[ ero: 1000N
[B] befogas
B smmnetria

B ero: 2000IN
B befogas

2.3. abra: Szimmetria és kettOs szimmetria modellezése

A modellezés ebben az esetben mindegyik modell esetében megfeleld, ha a peremfeltételeket a

modelleknek megfelelden beallitottuk, az eredményeink jol leirjak a valésagos folyamatot. (2.4. abra)



Redulalt fesziltség [WV[Pa]

21,321 Max
18,455
16,588
14,222
11,856
94897
71235
47573
2,3911
0,024934 Min

A

2.4. dbra: Redukalt fesziiltségek a teljes, a fél €s a negyed modellen

A szimmetria kihasznaldsanak, mint egyszeriisitésnek az a jo tulajdonsaga, hogy semmilyen
elhanyagolast nem tesziink, teljes értékii megoldast kapunk vele. Ezen kiviil bizonyos nemlinearis
alkalmazasok esetében, ahol a szamitdsi igény felezése is nagy elony, tovabbi elénye, hogy a
szimmetrikus tulajdonsag stabilizalja a modellt, €s gyorsabb konvergencidt eredményez. Ennek oka az,
hogy mig az eredeti modellen a szamitasban minden csomopont minden elmozdulésa ismeretlen, addig

a szimmetrikus modell szimmetria sikjaban a sikra merdleges elmozdulas értéke a teljes sikon ismert.

2.1.2. 1D, 2D, 3D modellek

Allando keresztmetszetii tartok esetében lehetdségiink van a geometria egyszertisitésére. A rid
vagy gerenda elemek alkalmazisdval nem sziikséges a teljes geometriat megrajzolni, modellezni,
elegendd a keresztmetszetek kdzépvonaldt megrajzolni és 1D vonalelemekkel modellezni. Ezek nagyon
nagy eldnye a gyorsasag ¢€s a kis szamitasi igény. Mivel a szerkezetet kozépvonalaval modellezziik, igy
a rajzolaskor nem sziikséges a keresztmetszetek €s csatlakoz¢ feliiletek, athatdsok megrajzolasa.
Természetesen igy azok hatdsait sem fogja a modell szdmitani, igy a sarkok, hegesztések,
fesziiltséggylijté helyek nem jelennek meg a modellben. Felmeriilhet a kérdés, hogy akkor miért
alkalmazzuk a vonalelemet, ha ennyi elhanyagolast kell elfogadnunk.

Két eset van, amikor nagyon hasznos, szinte megkeriilhetetlen az alkalmazasa. Egyik eset,
amikor nagyon nagy szerkezeteket kell modellezniink (hid, széritotorony, silo, ...). Ilyenkor a 3D
modellt nem is biztos, hogy tudjuk hasznalni, mert olyan nagy méretii és sok elembdl all6 modellt

eredményez, ami akkora szamitdsi igényt jelent, amit nem lehetséges a rendelkezésre allo 1do alatt



megoldani. A masik eset az el6tervezés fazisa. Amikor nincs végleges szerkezetiink, és tobb szerkezeti
megoldast, tobb geometriat kell megvizsgalni. Ilyenkor a testmodell megrajzolasa is tobb napi munka,
a modellezés szintén nagy szamitasi igényli. Minden mddositas esetén a geometriat ujra kell rajzolni,
kis modositasok estén is. Ha radmodellt hasznalunk, akkor a rajzolés is sokkal kevesebb munkat jelent,
a modellezés is kevesebb szamitasi igényili és a keresztmetszetek modositdsa minddssze a paraméterek
cser¢jét jelenti. Ezzel a modszerrel az elétervezés munka és idoraforditasa toredékére csdkkenthetd.

A kovetkezo példan két végén befogott, kdzépen erdvel terhelt tartot mutatunk be.

[ ero: 10001V [ ero: 1000
B befogas Bl befogas

ik

3D 1D

2.5. abra: I-tarté 3D és 1D modellje

Redukalt fesziltség [V[Pa]

27,225 Max 26,17 Max
24 204 23627
21184 - 20,883
18,163 18,24
15,143 15,597
12122 12,853
481015 10,31
f,0509 T BEAE1
3,0603 50226
0,039742 Min 2,3791 Min
3D 1D

2.6. abra: I-tart6 3D és 1D modelljével szamitott fesziiltségek

Az eltérés a két modellel szamitott eredmény kozott 4%, ami gyakorlati szempontbodl
elfogadhat6. Az ehhez sziikséges elemszam 3D modell esetében 17048, 1D modell esetében 22. Ezek

csomopontjainak szama 33146 és 45. (Erdemes megjegyezni, hogy az elsé, automatikus 3D halézas



esetében 1139 elemii (2220 csomdpont) modellel a szamitott redukalt fesziiltség 21,31MPa, ami 22%
hibat jelent a szdmitasban.)

A rudmodell egyik hatranya, hogy csak kozépvonaldban terhelt tartokra haszndlhatd kiilon
modellezés nélkiil, ami a gyakorlatban a legtobb esetben igaz, mert a tartokat igyeksziink a
kozépvonalban terhelni, ettdl eltérd esetben tobblet igénybevételek keletkeznek. Viszont vannak esetek,
amikor hidba terheljiik a kozépvonaldban a tartot, mégis tobbletterhelés keletkezik. A kdvetkezd példan
egy vékony fali U szelvényli gerenda terhelését mutatjuk be, amelynek nyirasi kézéppontja nem a

keresztmetszet sulypontjaban van, igy sulypontban terhelve gatolt csavarast is szenved.

[ ero: 100017
B befogas

1D D
2.7. 4dbra: U-tart6 1D, 2D ¢és 3D modellje

Redukalt fesziltseg [IV[Pa]

54,732 Max 165,02 Max 165,43 Max
48,65 146,92 1471
42,568 128,32 128,76
36,488 110,72 110,42
30,407 92,623 92,096
24,325 74,525 73,763
18,244 56,427 55,429
12,163 38,329 37,095
65,0813 20,231 18,7632
3,4896e-9 Min 2,1328 Min 0,42793 Min
1D D 3D

2.8. abra: U-tartd 1D, 2D és 3D modelljével szamitott fesziiltségek

Lathatjuk, hogy 1D modell nem minden igénybevételt vett szamitdsba, mig a 2D és 3D
modellek igen. Vékony falu tartok esetében a 2D héjmodellek alkalmazisa nagyon hasznos, esetliinkben

teljes értékli modellként leirta ugyanazt az allapotot, mint a testmodell. A 2D modell 1137
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csomopontbol €s 1042 elembdl all6 modellje 1,41s, a 3D modell 3780 csomdpontbol és 27468 elembdl

allo modellje 8,77s szamitasi iddt igényelt.

A kovetkez0 tablazatban 6sszefoglaljuk néhany fobb egyszerisités elonyeit €s hatranyait.

Egyszerlisités tipusa

Elony

Héatrany

Szimmetria kihasznalasa

Fele vagy negyede szamitasi
igény

Teljes értékli modell, nincs
elhanyagolas

Stabilizalja a modellt (pl.

surl6das modellezésekor)

Csak szimmetrikus geometria és

terhelés esetében alkalmazhat6

1D modell alkalmazasa

Nagyon gyors rajzolas
Konnyt és gyors modositdsok
Nagyon kis szamitasi igény

Nagy szerkezetekre alkalmas

Csatlakozasokat nem modellezi
Sarkokat nem modellezi
Nehézkes modellezés
excentrikus terhelés esetén
Specialis geometriai modellt
igényel (nem alkalmazhato kész

3D modell)

2D modell alkalmazasa

Kozepes szamitasi igény

Nagy szerkezetekre alkalmas

Specialis geometriai modellt
igényel (nem alkalmazhat6
kész3D modell)

Allandé falvastagsigot modellez

3D modell alkalmazasa

Valés geometriat modellez
Minden igénybevétel és hatas

modellezhetd

Nehézkes barmilyen geometriai
jellemzd megvaltoztatasa (1) rajz
sziikséges)

Nagy szamitasi igény

Nagy szerkezetekre nem vagy

korlatozottan alkalmas

11




2.1.3. Elhanyagolasok és kovetkezményeik

Az elhanyagolasok altalaban a modellezési eljaras fontos részét képezik. Ebben a fejezetben az
ennek sziikebb alkalmazasat, a valos test bizonyos elemeinek teljes elhagyasat, annak lehetoségeit,
kovetkezményeit vizsgaljuk. Ha el akarunk hagyni bizonyos részeket a modellbdl, alapvetd, hogy nem
lehet tehervisel6 elem. Nagyon alaposan meg kell vizsgalni, hogy valdban terheletlen elemet hagyjunk
el, ellenkezd esetben alul vagy tilméretezhetjiik a szerkezetiinket.

A kovetkez6 példaban az elhanyagolast és annak kdvetkezményeit mutatjuk be két hasonlo, de

eltérd hatast elhanyagolassal.

B ero: 200N
Bl befogas

lemez a kaitikus pont kizelében lemez messze a kiitikus ponttsl lemez elhanyagolva

2.9. abra: 30mm széles, 2mm vastag lemez elhanyagolasa

A 2.9. dbran ugyanannak a 30 x 2mm méretii lemeznek az elhanyagolasat mutatjuk be. Az elsd
esetben a kisebb atmérdjli csapon van a lemez, a masodik esetben nagy vastagsagl alaptesten. Mindkét
esetben ugyanolyan tobbletszamitasi igénye van a lemeznek. Ha elhanyagoljuk lemezt, mondhatjuk azt,
hogy mivel a lemez erdsitésként volt jelen, igy annak elhagyasa fesziiltségnovekedést okoz, az elsd
esetben nagyobb, mig a masodik esetben kisebb mértékben. Azonban az elsé esetben egy madsik
hatéssal is szdmolnunk kell. Mivel a lemez a kis 4tmérdjii csap merevségét jelentdsen megnoveli, igy
az alaptest és a lemezzel merevitett csap kozotti gyengébb keresztmetszetben fesziiltséggytijté hely jon
létre. Ennek hatdsara a lemez elhanyagoldsa varhatéan nem fesziiltségndvekedést, hanem
fesziiltségcsokkenést fog okozni. Altalaban is elmondhatd, hogy nem érdemes elhanyagolast tenni a
kritikus keresztmetszet kdzelében, mert elére nem lathaté kovetkezményei is lehetnek, mint esetlinkben

a 2.10. abran lathaté hatds. A masodik esetben a merev alaptesten van a lemez és a kritikus

12



keresztmetszettdl tavol. Ebben az esetben a kritikus fesziiltségre varhatdan minimalis hatast fog
gyakorolni az elhanyagolas.

Redukalt fesziiltség [IWFa]

72,731 Max
64,651
46,572
448,492
40,413
32,333
24,254
16175
28,0951
0,015664 Mi

49,391 Max

49,657 Max
43,904

44,142
38,627
3312
27,597
22,082
16,567
11,052
55365
0,021517 Min

36,416
32,929
27 441
21,954
16,466
10,978

2.10. abra: 30mm széles, 2mm vastag lemez elhanyagolasa melletti fesziiltségek

A 2.10. é4bran lathato, hogy az els§ esetben nem szabad, mig a masodik esetben
elhanyagolhatjuk a lemezt.

Osszefoglalasként annyit lehet mondani az elhanyagolasokrél, hogy nagyon sokszor kell és
érdemes hasznalni, de tisztdban kell lenniink az elhanyagolas hatisaval, hogy az eredményiink
megfelelden pontos maradjon. Gyakori elhanyagolasok: kiilsd sarok lekerekitése, letorése, hegesztés,
csavarozas, ¢érintkezési fesziiltség, képlékeny alakvaltozés, csapagyak alkatrészei, surlodas... Ezek egy
részét elhanyagoljuk, masik részét valamilyen egyszerlibb modellel vessziik figyelembe, nagyon
sokszor elkeriilhetetlen az elhanyagolas, pl. nagyobb méretii testeknél, sok elembdl allo szerkezeteknél.
Ilyen esetekben az eredeti geometria megtartasaval a halozaskor futunk bele problémakba, és ha az
elemek méretét a pontos eredményhez sziikséges mértékben lecsokkentjiik, akkor olyan nagy lesz a

modell, hogy nem tudjuk (vagy elfogadhatatlanul hosszu ideig tartana) a szdmitasokat lefuttatni.

13



2.2. Mechanikai modellezés

2.2.1. Halozasi kérdések

A végeselem-modellel egy valoés probléma kozelité megoldasat tudjuk kiszamitani, az
eredményiink mindig kozelité eredmény. Kulcsfontossagu 1épése a modellezésnek az elemekre bontas,
azaz a halozas, ezen mulik, hogy az eredmények mennyire lesznek pontosak, de alapvetden a halo
hatdrozza meg a szamitdsi igényt is. Sajnos ez a két fontos szempont egymassal ellentétes
kovetelményeket jelent. Minél kisebb az elemméret, annal pontosabb lesz a szamitas, de annal nagyobb
a szamitasi igény. Nem novelhetjiik tehat tetszés szerint a pontossagot, mert eldbb-utdbb elérjiikk a
szadmitasi kapacitasunk hatérat. (Nemlinearis problémdk esetében ez elég hamar bekdvetkezik.) Meg
kell tudnunk itélni, hogy mi az a megfeleld elemméret, ami mellett az adott problémanak kelld
pontossagi megoldasat kapjuk. Két uton novelhetjiik a pontossagot, az egyik a mar emlitett elemméret
csokkentés (A-tipust kozelités) , de van egy masik lehetdség is, az elemen beliili kozelité polinomok
fokszamanak (p-tipusu kozelités) novelése (ez nem tal gyakori, kevés kereskedelmi szoftverben van ra
lehetdség, legtobbszor elsé vagy masodfoku kozelitd fliggvényt valaszthatunk).

Egy végeselemes modellen nem lehet eldore megallapitani, hogy mi a megfelelé elemméret.
Természetesen gyakorlattal azért meg lehet allapitani egy halorol, hogy megfeleld lesz-e, de egy
eredménybdl akkor sem lehet kétséget kizdréban megmondani, hogy az jo-e. Ahhoz, hogy
megbizonyosodjunk egy modell helyességérdl, tjabb modell kell, amivel 6sszehasonlithatjuk. Az
eredmények hibdja az alkalmazott elemméret csokkenésével csokken. Ha éllandé elemméretet
alkalmazunk, akkor azt mondhatjuk, hogy az elemszam novekedésével az eredményiink egyre kozelebb
kertil az egzakt megoldashoz, azaz konvergal. Sajnos a konvergencia nem minden pontban monoton,
azaz a teljes testen Osszességében csokken a hiba, de egyes pontokban nem feltétleniil folyamatos a
csOkkenés, van olyan eset, amikor a kérdéses eredményiink ugyan egyre kozelebb van a megoldashoz,
de a szdmitott érték alatta és felette is lehet.

A kovetkezd példan két oldalrdl huzott lemez modelljén mutatjuk be az elemméret hatasat az
eredményekre linedris és masodfoku kozelités esetében. A lemez sikfesziiltségi allapotban van, igy 2D
modellt alkalmaztunk. Haromdimenzios modell esetében értelemszeriien az elemszdm novekedése az

elemmeéret csokkenésével sokkal nagyobb mértékii.
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Elemméret Modell Redukalt fesziiltsé g linearis Kozelités Redukalt fesziiltsé g2 masodfoku kizelités
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2.11. abra: Huzott lemez kiilonb6z6 méreti elemekre bontva
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2.12. abra: Huzott lemezben szamitott maximalis redukalt fesziiltség az elemméret fliggvényében

15



2.2.2. Pontossag kérdése

H-tipust kozelitéskor, azaz az elemméret csokkenésekor lathatd, hogy az eredménylink konvergal,
hatarértéke a megoldas lesz. A kérdés felmeriil, hogy hogyan lehet megéllapitani, hogy mennyire
vagyunk kozel a megoldashoz. A melléklet (M14)-es Osszefliggése leirja a hiba csokkenését a modell N
szabadsagfokanak fliggvényében:

el < 5

ahol: e a kozelités hibaja, k konstans, B, a kozelitd fiiggvények fokszamatol és a megoldas jellegétol
fliggd konstans (sima fiiggvények esetében linearis kozelitéskor B = 1, masodfoka kozelitéskor B = 2
). Mivel k£ nem ismert, igy egy megoldas alapjan nem tudjuk megallapitani, hogy annak mekkora a
hib4ja. Allitsuk elé u ismeretlen megoldas kozelitd u,, u, értékét N, és N, szabadsagfoku modellel

(azonos modell esetében ezek a csomopontok szdmaval aranyosak), két, amelyek ismeretlen hibai e, és

e,. Ezek:

k
e, ] < , 21
1 N (2.1)
k
AE . 2.2
le=ll< 5 (22)

Helyettesitve a hiba értékét:

k
NP u- ”2” S IV feltételezziik, hogy a konvergencia monoton (és az eredményeket
1 2

csak ilyen esetekre alkalmazzuk), akkor:

) k

oty = N (2.3)
- < k

Uu-u,: W (24)

(2.4)-bdl kivonva (2.3)-t:

] ] NS - N/
“2'“15]‘_;;'_;; :k%,ebb&
N/ N, N/ N,
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p 4
(u, - ul)w<

NI NS k , ezt helyettesitve (2.2)-be:
2 1
NSNS 1
”eznS (“2 ) ul)Nzl/; i ]\j,],; N,
Nﬂ
||ez||S (”2 ) ul)m (2.5)

Ha két kiilonb6z6 szabadsagfoki modellel kiszamitunk két kozelitd eredményt, akkor a (2.5)
segitségével megbecsiilhetjlik annak hib4jat, amely a két eredmény kiilonbségébdl szamithato.

Nézziik meg, hogy ezt a gyakorlatban hogyan alkalmazhatjuk! Ha feltételezziik, hogy egy
modell szabadsagfoka az elemmérettel forditottan ardnyos, akkor az elemméret megfelezésével a
szabadsagfokot megkétszerezzeiik, azaz N, = 2N, . (Természetesen ez dimenziotdl is fligg, de ezt az

egyszeriisitést a konnyebb alkalmazhatésag érdekében alkalmazzuk.) igy a (2.5) szerint a hiba:

e o= )
Pl LS l2ﬂN1ﬂ-N1ﬂ 2 Ml
Ha linearis kozelitést alkalmazunk, és a figgvények simak, akkor 8 =1 igy
1
ez < (uz B ”1)ﬁ - (”2 B ”1)~ (2.6)

Azaz linearis kozelitéskor az elemméret megfelezésével kapott eredmény hibaja legfeljebb

akkora, mint a korabbi eredménytol vald eltérése. Természetesen a korabbi megkotések (monoton
konvergencia, sima fliggvények) esetében alkalmazhatjuk ezt a megallapitast az elmouzdulasokra.
Ha masodfoku kozelitést alkalmazunk, és a fliggvények simak, akkor B = 2, igy

I (”2 - ”1)
2°-1 3

Azaz masodfoku kozelitéskor az elemméret megfelezésével kapott eredmény hibaja legfeljebb

les] ¢ (u, = ) 2.7)

akkora, mint a korabbi eredménytél valé eltérés harmada. Természetesen a korabbi megkdtések itt

is érvényesek.

Az eredmény elmozdulasokra érvényes, de vizsgdljuk meg mas eredményekre (pl.
fesziiltségekre), hogy megfeleld tampontot ad-e azok megitélésére. Vizsgaljuk meg, hogy a 2.11. és
2.12. abran bemutatott eredmények esetében érvényes-e a megallapitas! Az eredmények értékeit a

kovetkezo tablazatban foglaltuk 0ssze. Valasszuk ki a linearis kozelités 2 €s 4mm-es elemméret mellett
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szamitott értékeit. Az Osszes eredmény konvergenciajat megvizsgalva lathato, hogy az egzakt megoldas
37,4 és 37,5MPa kozott van. Nézziik meg, hogy a két adott értéket megvizsgalva érvényes-e az

elemméret felezésére megallapitott hibabecslés!

Linearis kdzelités Masodfoku kozelités
Elemméret | Max. Fesz. | Elemszam | Csomopont | Max. Fesz. | Elemszam | Csomdpont
1mm 36,77MPa 7710 7981 37,45 MPa 7710 23672
2mm 35,41 MPa 1927 2062 37,34 MPa 1928 6052
3mm 33,68 MPa 901 992 37,46 MPa 901 2885
4mm 31,93 MPa 488 556 37,98 MPa 488 1600
5mm 30,16 MPa 312 366 37,57 MPa 312 1044
6mm 27,87 MPa 239 285 36,14 MPa 239 809
7mm 24,45 MPa 177 216 36,91 MPa 171 591
8mm 24,15 MPa 130 164 39,07 MPa 125 439
9mm 23,37 MPa 113 143 34,97 MPa 112 396
10mm 19,27 MPa 80 107 32,57 MPa 81 295

A hibabecslésre felirjuk a (2.6) dsszefiiggést:

lea]| < (e, = w,) = 35,41MPa - 31,93MPa = 3,48MPa | azaz a 35,41MPa hibdja legfeljebb 3,48MPa,
azaz 9,8%-o0s hiban beliil van az eredmény. Ez altaldban nem elegendd a miiszaki gyakorlatban, ezért
ujra megfelezzeiik az elemméretet, ami igy Imm lesz. Ezt a 2mm-es elemmérettel Gsszehasonlitva a
hiba maximuma:

les|| < (uy = u,) = 36,77MPa - 35,41MPa = 1,36MPa | a 36,77MPa hibdja legfeljcbb 1,36MPa, azaz
4%. Ezt a miszaki gyakorlatban altaldban elfogadjuk, de ha tovabbi pontositist szeretnénk, az
elemméretet tovabb felezhetjiik. (A 37,4-37,5MPa kozotti egzakt megoldashoz képesti eltérést mindkét
esetben jol becsiiltiik.)

A masodfoku kozelités esetére az adott feladatra elvileg nem hasznélhatjuk az eljarast, mert a 2.12.
abran lathatjuk, hogy az nem monoton konvergal, ami felételink volt, de ennek ellenére ha

megvizsgaljuk, akkor még igy is elfogadhato kozelitést ad.

Az elemméretet ritkdn csokkentjiik az egész modellen, mert az elemméret csokkentése noveli a
szamitasi igényt €s altalaban csak a kritikus helyen vagy helyeken van sziikségiink pontos eredményre.
A fesziltségek szamitasakor példaul kevésbé érdekes, hogy egy 120MPa megengedett fesziiltségi
anyagbol késziilt alkatrész alacsony terhelésii részén 1 vagy 2 MPa egy adott pontban a fesziiltség

értéke, mert bar ez 100%-os relativ hibat jelent, a gyakorlat szdamara nem lényeges kérdés, ellenben az,
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hogy a kritikus pontban 110MPa vagy 130MPa, az nagyon is lényeges. A helyi fesziiltségcsticsok
pontos szamitasara helyi halostiritést alkalmazhatunk, és az eredményeink csak elhanyagolhato
mértékben fognak eltérni az allandoé elemméretii modellhez képest.

Vizsgaljuk meg, hogy az el6z0 példa esetében mi torténik, ha kétféle elemméretet alkalmazunk!
Kivalasztunk két elemméretet, Smm-t és 2mm-t. Allando elemméret mellett (linearis kozelités) 30,16
MPa és 35,41 MPa legnagyobb redukalt fesziiltséget szamitottunk. Ugy halézzuk be a modellt, hogy a

fesziiltségesucs kozelében 2mm, a tobbi részen Smm legyen az atlagos elemméret.

35,301 Redukalt fesziiltségek
Srom 2inan Srn 3,837 [LVIF'a]

27487
elemelk elemel: elemel: 24303

I TTT] I
! | 20,636
: 16,97
H H 13,303

96359
5,969
2,3022

2.13. &bra: Valtoz6 elemméret hatisa
A 2.13. abran lathatd, hogy a fesziiltségcsucs szadmitdsakor az ottani elemméret szamit, mert az

eredményiink 35,3MPa, ami az Smm-es elemmérettel szamitotttol 15%-kal, a 2mm-es elemmérettel
szamitott eredménytdl 0,3%-kal tér el, gyakorlatilag azzal egyezik.

Osszegezve elmondhatjuk, hogy a végeselem-modellt legalabb két elemmérettel el kell
késziteniink, hogy meg tudjuk allapitani annak hibajat, viszont elegendd az elemméretet csdkkenteni a
kritikus részek kornyezetében.

Az eredményeinknek nem mond ellent, de érdemes megjegyezniink, hogy a konvergencia
szinguldris helyeken nem igy viselkedik. (pl. ¢les sarokndl) A szingularitdsok altaldban a modellezés
kovetkezményei, a valosagban nem fordul eld valodi szingularitas. (pl. az €les saroknak a val6sagban

nem zérus a sugara)

2.2.3. Kapcsolatok modellezése és kovetkezményei

Ha tobb testbdl allo szerkezetet modelleziink, akkor az egyes testek kozott a valosagban is
kapcsolatok vannak, amelyeket modellezniink kell. A valdsagban a testek érintkezd feliiletei mindig
strlodasos kapcsolatban vannak. Azonban ennek modellezése nagyon komoly problémaékat jelent, mert
a surlédas nem linedris, és a kis elmozduldsok modszerét sem alkalmazhatjuk ebben az esetben. Ez a

modellezésben is tobblet munkat igényel és a szdmitasi igényt is sokszorosara noveli. Ha az
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eredmények szempontjdbol nem lényeges a strlodas, akkor altaldban valamilyen egyszerlibb modon
kezeljiik. Ha a testek egymashoz képest nem mozognak, mert csavarozott, szegecselt, ragasztott, ...
kotés van koztiikk, akkor a surlodast sokszor elhanyagoljuk és a ragasztdsos kapcsolati modellt
alkalmazzuk. Azzal tisztdban kell lenniink, hogy ekkor a kotést és annak kornyezetét nem jol

modellezziik, és a valésagosnal sokszor joval kisebb fesziiltségeket fogunk szdmitani.

2.3. Anyagmodellek
2.3.1. Linearis anyagmodell és korlatai
Az elmozdulasmezén alapuld végeselem-moddszer legegyszeriibb esetben is hasznal

anyagmodellt. A legegyszerlibb a linearisan rugalmas, homogén izotrép anyagmodell, amelyet a

Hooke-torvény ir le:

a=2GH£+ v EIEH ahol
= 0= v =0
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: a fesziiltségtenzor matrixa,

: csusztato rugalmassagi modulus,

Im Q

: alakvatozasi tenzor matrixa,

V' : Poisson-tényez0,
&, : alakvatozasi tenzor els6 skalar invariansa,
£

: egységmatrix.

Ez az egyenlet a legegyszerlibb anyagegyenlet, igy a legelterjedtebb is. Nagyon sok esetben
alkalmazhatd, mert a szerkezeti anyagok nagy része rugalmas, vagy van rugalmas (rugalmasan
kozelithetd) szakasza. Az ilyen anyagokkal altalaban ugy is terveziink, hogy benniik fesziiltségek
rugalmas tartomanyban maradjanak hasznalat kozben. Azonban eléfordulhat, hogy bizonyos helyeken
a képlékeny tartomanyba esnek az eredményeink. Ennek kovetkeztében a valdsagosnal nagyobb
fesziiltségeket szdmitunk, amelyet figyelembe kell venniink az eredmény kiértékelésekor, amelyet

részletesen a 4. fejezetben targyalunk.
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Redulalt fesziiltség Redukalt fesziltség

MPa MPa

353,04 Max 233,95 Max

3MB,37 210,34

2797 186,72

24303 1631 ':'

206,36 139,49

133,03 92,258 —

96,359 G838

59 69 Inedrisan mgalmas 45,022 linearisan 1ugalmas - képlékeny
23,022 Min 21,405 Min

2.14. abra: Rugalmas és képlékeny anyagmodell alkalmazasa
A 2.14. éabran ugyanazt a modellt olyan peremfeltételekkel vizsgaljuk, amelyek a 235MPa

folyashatarnal magasabb fesziiltségeket eredményeznek szamitaskor. Lineérisan rugalmas
anyagmodellel 353MPa redukalt fesziiltséget szamolunk. Ha megvizsgaljuk ugyanezen peremfetételek
mellett a valoés 235MPa folyashatart leird6 anyagmodellel az eredményeket, akkor lathatjuk, hogy

nagyon nagy hibaval szamolunk, a tisztan linearis anyagmodellel.

2.3.2. Nemlinearis alkalmazasok. Mikor sziikségesek a nemlinearis alkalmazisok?

Nemlinearis anyag viselkedésének pontos leirasahoz természetesen nemlinearis modellezést
kell alkalmaznunk, azonban mas esetekben is felmeriilhet a nemlinedris modellezés igénye. Az egyik
leggyakoribb eset a surlodasos kapcsolat modellezése. A surlédast nem lehet linedrisan modellezni, igy
ezekben az esetekben nemlinedris modellezést kell alkalmaznunk. Ebben a fejezetben azonban az
anyagi nemlinearitast vizsgaljuk. Két eltérd alapesetet meg kell kiilonboztetniink. Az egyik, amikor az
anyag viselkedése ugyan nem lineéris, de rugalmas. A masik, amikor az anyag nem rugalmas. Ezeknek
tobbféle, részleteiben kiilonbozd specidlis esetei vannak, de a két viselkedés hatdsa alapvetden
kiilonbozik. Ha az anyag rugalmas, de nem linedaris, azt linedrisan rugalmas modellel sok esetben jol
helyettesithetjiik, legfeljebb a modelliink nem lesz teljesen pontos, de komoly hibat nem vétiink, ha a
rugalmassagi modulust jo kozelitéssel valasztjuk meg. Ha azonban az anyag képlékeny viselkedését
nem modellezziik, akkor nagyon nagy eltérések lesznek a valosag és a modelliink eredményei kozott.
(2.14. 4bra) Ezt az eltérés kétféle modon kezelhetjiik, elfogadjuk (elhanyagoljuk) vagy nem fogadjuk
el. Az eltérést el lehet fogadni, ha az lokalis €s nincs szerkezeti hatdsa (a 3. fejezetben errdl is lesz sz06).
El is lehet hanyagolni, ha aldrendelt alkatrészrél van szd, pl. egy csavaralatét rendszerint szenved

képlékeny alakvaltozast, de felesleges lenne a modellben ezzel foglalkozni €s id6t, energiat fektetni
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ennek szamitdsdra. Nem hanyagolhatjuk el, ha a szerkezetre is hatassal van a képlékeny alakvaltozas.
Két példat mutatunk be képlékenység modellezésére, mindkét esetben elkeriilhetetlen a nemlinaris
modell hasznalata.

Az els6 példa egy lemez ¢lhajlitdsa, itt értelemszerlien ha nem vessziik figyelembe a

képlékenységet, akkor a valdsagtol teljesen kiillonbozd, barmilyen kovetkeztetés levonasara alkalmatlan

eredményt kapunk.
. . Redukalt fesziltség Redukalt fesziltség
[ sammetila =
[B] befogas [MFa] [MPa]
B 10mm ehnozdulas 19899 Max 257,25 Max
A 17649 228,67
15443 200,08
13237 1715
11031 143,92
a8247 114,33
G618,6 85,751
44124 57,167
22063 28,584
0,1079 Min 5,1046e-5 Min
Limednis anyagmodell Lmedanis-keéplékeny anyagimodell
{acel: E = 210GPa) (acél: E = 210GPa, Ren= 2350MPa)
Realkciders: 6279N Reakciders: 152N

2.15. dbra: Rugalmas ¢és képlékeny anyagmodell alkalmazasa
A 2.15. abran egy 10mm széles és 2mm vastag acéllemez hajlitasainak modelljét mutatjuk be,

alkalmazva a 2.1.1. fejezetben bemutatott szimmetrikus modellezést. A példaban bar csak kis helyen,
de szerkezetileg fontos részen atlépjiik a folyashatart, igy a linedris modell teljesen alkalmatlan a
probléma leirdsara. A szamitott fesziiltség és reakciderd is nagysagrendekkel tért el a j6 modellel
szamitott eredménytol.

A 2.16. abran egy nyomastartd edény eredményeit lathatjuk linedris és nemlineéaris anyagmodell
esetében. Mindkét modellt két terhelési esetben vizsgalunk. Az elsd lizemi nyomdson, ahol mindkét
modell a folyashatar alatti 214MPa fesziiltséget mutatott. Ez véarhato is volt, mert a 235MPa folyashatar
alatt a linearisan rugalmas-képlékeny modell linedrisan viselkedik. Azonban, ha figyelembe vessziik,
hogy a hasznélat el6tt nyomasprobanak vetik ald az edényt, akkor a valos ilizemi koriilmények
megvaltoznak. A linedris modell esetében nem, mert a nyomasproba (példankban dupldja az iizemi
nyomasnak) utdn visszacsokken a 214MPa fesziiltségre, nem szamit, hogy eldtte milyen

fesziitlségallapotban volt.
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Redulcalt feszilltség Redukalt fesziltseg Redukalt fesziiltség
[IVIPa] [MPa] [MPa]
214,4 Max 245,09 Max . 142,19 Max
190,9 21829 126,63
1674 1915 111,07
143,9 1647 95515
120,41 1379 79,956
96,308 1 54,397
T34 84,311 48,538
49912 57,515 33279
30,718
3,9215 Min

26,414
2,9165 Min

17,72
2,1604 Min

Tlzemi nyomason linearis modellel Kétszeres probanyomason inearis-képlékeny modellel Uzemi nyomason probanyomas utan

TUzemi nyomason lineans-keplekeny modellel Iinearis-keplékeny modellel

Uzemi nyomason prébanyomas utin linefnis
madellel

2.16. abra: Rugalmas és képlékeny anyagmodell alkalmazasa
A képlékeny modell azonban a probanyomdason képlékeny alakvaltozast szenvedett, igy utana mar nem

ugyanakkora, hanem joval kisebb, 142MPa fesziiltség ébred benne lizemi nyomdason.

Osszegezve elmondhatjuk, hogy a linearis modell alkalmazisa esetén a szamitasok a képlékeny
tartomanyban altalaban a biztonsag irdnyaba tévednek. Azonban ez esetenként akkora mértékii lehet,
amit mar nem lehet elfogadni és nemlinearis modellt kell alkalmaznunk. Azt azonban figyelembe kell
venni, hogy a nemlinearis modell alkalmazasdval a szadmitdsi igénylink nagysagrenddel
(nagysagrendekkel) nd és hamar elérheti a szamitdsi kapacitasunk hatdrat. A nyomastartd edény
példank esetében a linearis modell szamitasi idéigénye 13 masodperc, mig a képlékeny modell
prébanyomason és ilizemi nyomdson végzett szamitds iddigénye 428 masodperc, ami tobb, mint
harmincszoros novekedés. Amit még meg kell emliteni, hogy a nemlinearis modellezés sok esetben
nem ad eredményt, mert a beallitasokra sokkal érzékenyebb, mint a linearis modell. Igy sok esetben a
nemlinedris modellezés a hosszabb szamitasi id0 mellett még tobb-kevesebb sikertelen szamitast is

jelent, ami tovabbi szamitasi id6 és munkaidd raforditast jelent.

2.4. Peremfeltételek

Hibalehetdségek a peremfeltételek beallitasakor

A peremfeltételek mindig elhanyagolést jelentenek, mert a valosagban a test peremén altalaban
egy masik test van, és ennek hatdsadt modellezziik peremfeltételekként (kivételt jelentenek a térfogati
erdk, pl. gravitacid). Természetesen nem lehet minden hatést a valosagos testként modellezni, mert

csak akkor lesz valds javulds az eredményben, ha a kapcsolatot is modellezziik ami altalaban
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nemlinearis modellezést igényel, annak minden problémajaval egyiitt. Természetesen itt is érvényes
Saint-Venant elve, azaz az erébevezetés helyétdl tavol az erdbevezetés eloszldsdnak modja csak
elhanyagolhatoan kis mértékben modositja a szilardsagi hatasokat. Azonban a végeselem-modszer
eldnyét, hogy nemcsak bizonyos pontokban, hanem a teljes testen leirja a fesziiltségi és alakvaltozasi
allapotot, csak tigy tudjuk kihasznélni, ha a peremfeltételek is megfeleldek.

Kényszerek esetében a legkonnyebb elkdvetni azt a hibat, hogy akaratunkon kiviil szingularitast
hozunk létre. Ha egy test feliiletén eldirjuk az elmozdulast, akkor az olyan hatdsu, mintha egy idedlisan
merev testet modelleznénk. Ez kisebb hibat okoz akkor, ha a feliilet szél¢ig tart a kényszer, nagyobb

hibat okoz, ha a feliileten beliil ér véget.

WFPa MPa

62,75 Max 51,365 Max

46,97 48,324

41,120 42,284

35,408 Smm 36,743

28,620 30,202 Smm
23,848 24,162

18,060 } 18,122

12,287 12,081 e

£,5068 £,0408 —

0,72634 Min 0,00011938 Min

NMPa MPa

60,985 Max 90,723 Max

54,221 R 80,643

47457 “inm 70,562 Imm
10,693 60,422

33,829 50,402

27,164 40,321

20,4 o 30,241

13,626 20,161

6,872 10,08

0,1078 Min 2,0053e-5 Min
MFPa MPa

69,61 Max

51,892 Liun ﬁf‘;gg Max

54,174 100,08 L
46,456 85,744

g?;gs 1,487

57,184

12,392
28,595
14,297

1,5872e-5 Min

23,302
15,584
70654
0,14732 Min

|

peremen veglg tamasztva perem egy részén tamasztva

2.17. 4dbra: Redukalt fesziiltségek kiillonbozo kényszerek mellett
A 2.17. és 2.18. abran egy befogott rud kiilonb6zd befogasat kiilonb6zd kényszerekkel

modellezziik. Az elsd esetben a rud a befogasig tart és az elmetszett keresztmetszetet fogtuk meg, ez a
,Lperemen végig tamasztva” eset. A ,,perem egy részén tamasztva” eset ugyanez a kényszer, de a
befogasnal nem vagtuk el a rudat, hanem a befogott részt is modellezve annak peremét korben fogtuk
meg. A 2.18. abran a befogott rudat a koriildtte meglévd betontdmb egy részével modelleztiik, de a
kettd kozti kényszerkapcsolat ragasztott, igy idealisan egylitt mozognak. Az utolsé ,,rugalmas tdmasz”
esetében szintén a teljes rudat a befogott részével egylitt modelleztiik, de a tamasz nem idealisan

merev, hanem 30 N/mm’ merevségii (azaz 30 N/mm® nyomas esetén 1mm elmozdulast enged).
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MPa

52,57 Max ©MPa

46,73 53,005 Max

40,889 5 47,141
SIaln

35,04 41,277
29,20 35,413 Smun
23,36 29,548

17,52 33,684
11,68 17,82
5,843 11,956 ——
0,002 £,0917 ————
0,22758 Min
MPa
60,144 Max MPa
53 467 53,672 Max
45,779 , 4772 Imm
40,087, “Inm 41,788
33,41 35316
673 28,864
20,04 23913
1336 17,961
6,683 12,009 ——————
0,001 6,0567 —
0,10476 Min
MPa
66,001 Max MPa
58,548 54,03 Max
52,104 48,03
44,66 L 42,03 L
W 36,031
28,77 30,031
2233 24,031
14,88 18,031
7,443 12,031 e
0,000 6,0315 ——
0,03171 Min
beton modell rugalmas tamasz

2.18. abra: Redukalt fesziiltségek kiillonbozo kényszerek mellett

140

120 R

100

/‘/ —e— Végig
80

—m—részleges

60 - 4——’_/’/’ betonban
P

rugalmas

40

Redukalt fesziiltség [MPa]
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2.19. dbra: Kényszerek hibéja és az eredmény konvergencidja
Erdekes eredményt lathatunk a 2.19. abran, ahol a kiilonbdz6 kényszerek mellett szdmitott

fesziiltségesucsokat abrazoltuk az elemszam fiiggvényében. Lathatjuk, hogy az idealisan rugalmas
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tdmasz mar durva halondl eléri az 53-54MPa szintet, majd nem is valtozik. A tobbi kényszer esetében
is ugyanerrdl a szintrél indul mindegyik esetben a fesziitlség. Ez azt jelenti, hogy ha durva a halo,
akkor fesziiltséggytijt6 hatast nem tudja a modell kimutatni. Ezt a hatranyat a modellnek adott esetben
eldnylinkre 1s fordithatjuk, ha tudjuk, hogy rugalmasan fogjuk megtamasztani €s nem varhato
fesziitlséggylijtd hatas, akkor egy eldzetes gyors becslésnél (amire sokszor sziikség lehet a komoly
modellezés el6tt) durva halod esetén barmilyen egyszerii kényszer esetében jo eredményt kapunk. Ennek
az a veszélye megvan, hogy egy valoban Iétez6 fesziiltséggylijté hatast nem vesziink figyelembe, ezért
ezzel nagyon koriiltekintden kell eljarni, és a vizsgalat végén egy jobb modellel ellendrzni, hogy nem
tévedtiink-e. Ha a betont és az elvagott peremen végig tdmasztott esetet dsszehasonlitjuk, akkor lathato,
hogy a ketté nagyon hasonlo értékeket ad, és a konvergencia is hasonlo jellegében is. Az is kideriil,
hogy ha a befogést csak a feliilet egy részén alkalmazzuk, akkor valdéban szingularis helyet hozunk
létre, ami nem konvergal.

A 2.20. abran a valdsgot lehetd legjobban modellezd kényszert alkalmaztunk. A befalazast a
beton modelljével modellezziik, és surlodasos kapcsolatot definidlunk a rad és a beton kozott, igy
nemlinedrissa valt a probléma. Az eldzéekben alkalmazott legfinomabb elemméretet, 1mm-t allitottunk
be. Ezt Osszehasonlitva az el6z0 eredményekkel megerdsithetjiik, hogy a fesziiltséggyiijté hatas

valoban a korabbi kényszerek miatt keletkezett.

Redulcilt fesziltség [IVI[Fa]

54,354 Max
48,315

42,275

36,23
30,19
24,15
18,11
12,07
§,039
2,136

bheton surlodassal

2.20. abra: Redukalt fesziiltségek ,,valos” kényszer mellett
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3. Eredmények kiértékelésének modszerei és lehetdségei

3.1. Analitikus és numerikus eredmények 6sszehasonlitasa és
értékelésiik
A klasszikus, analitikus modszerek bizonytalansdgai ¢és sok esetben nagymértékii
elhanyagolasai miatt nagy biztonsagi tényezoket kellett alkalmazni. Természetesen nemcsak ez az oka
a biztonsagi tényezOk alkalmazasdnak, hanem a peremfeltételek bizonytalansdga, alapanyag
bizonytalansadg és egyéb tényezOk miatt is sziikség van rajuk. Azonban a szamitds és modellezés
bizonytalansaga sokkal kisebb lett a numerikus médszerek alkalmazasaval, igy a biztonsagi tényezoket
is csOkkenteni lehetett. Természetesen a numerikus modelleknek is kiilonbozé bonyolultsdga és
pontossaga van, azonban ezt mar az alkalmazasnak megfelelden mi valaszthatjuk meg.
A pontos modelleknek van egy olyan tulajdonsaga, ami specialis kiértékelési modot igényel.

Mig analitikus szamitdsndl a tartészerkezeteket modelleztilk és csak a szilardsagilag lényeges
alkatrészek kritikus helyeit vizsgaltuk, addig a végeselemes modell minden benne szerepld alkatrész
minden részletére egyszerre ad eredményt. Azaz utdlag kell eldonteniink, hogy melyik — esetleg a
megengedett folotti — fesziiltségértékeket hanyagoljuk el, és melyeket tartunk fontosnak a hatarérték
alatt tartani. Vannak olyan gépészeti szakterliletek, ahol a szabvanyok részletes Utmutatast adnak a
teher felvételérdl és a kapott eredmények pontos kiértékelésérdl is, azonban egyedi gépalkatrészeknél,
nem szabalyozott esetekben a tervezonek (és gyartonak) kell kitalalnia a kiértékelés modjat. A
dontésnél figyelembe vessziik, hogy:

o Mit okoz az adott alkatrész tonkremenetele?

o Milyen siirtin fordul el a kritikus terhelés?

o Van-e szabvany hasonl6 esetre?

o Van-e terhelési proba?

o Milyen elhanyagolasokat alkalmaztunk a modellezéskor?

o Milyen pontosan ismerjiik a terheléseket?

o Mennyire ismert az anyag tulajdonsaga, az élettartam soran fog-e valtozni?

Ezeknek a kérdéseknek az ismeretében kell kiértékelniink az egyes eredményeinket.
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3.2. Biztonsagi tényez6k kérdései

A biztonsagi tényezok megallapitdsa a klasszikus elvek szerint torténik a végeselemes
eredmények kiértékelésekor is. Ha egy szabvanyban eldirt biztonsagi tényezordl van sz6, akkor azt a
klasszikus modon kell alkalmaznunk, azaz a veszélyes pontban szamitott fesziiltségcstuccesal hasonlitjuk
Ossze. A pontosabb modszer sok esetben nem a biztonsagi tényezd csokkentését kell, hogy jelentse,
hanem az egyes részek talméretezésének mérséklését tudjuk elérni az alkalmazasaval.

Ha egyéb eldiras nem all rendelkezésre, akkor altalaban a biztonsagi tényezdt 2-re valasztjuk.
Sok esetben azonban ennél nagyobb, akar sokszorosa is lehet a biztonsagi tényezo, tipikus példa erre az
emel6gépek tervezése, ahol a veszélyesség miatt alkalmaznak nagy biztonsagi tényezoket. Altalaban
elmondhatjuk, hogy ha van eldirés, akkor az ennél varhatdéan nagyobb biztonsagot ir eld.

Azonban a nyomastarté edényekre léteznek olyan szabvanyok, amelyek mar a végeselem-
modszerrel kapott eredmények specialis kiértékelésére vonatkoznak. Az ASME VIII-1-2011 szabvany
példaul kiilon eldirast ad a lokalis fesziiltségesticsok értékeléséhez. Ez a szabvany kis kiterjedést,
lokalis fesziiltségek esetében az daltalanos megengedett fesziiltségnél nagyobb fesziiltségeket is
megenged, akar annak haromszorosat is (vagy a folyashatar kétszeresét). Természetesen ezt csak
linearis modellezéskor alkalmazhatjuk, hiszen ha képlékeny anyagmodellel -elérjik azt a
fesziiltségszintet, az mar a szerkezet tonkremenetelét jelenti. Linearis esetben azonban, ha csak lokalis
a fesziiltségcsucs, az nem okoz szerkezeti problémat, és ha figyelembe vessziik, hogy nyomastarto
edényre vonatkozik, ahol van probaterhelés, akkor a 2.3.2. fejezetben targyal okok miatt érthetd a
szabvany megengedo volta.

Osszességében a biztonsagi tényezék kérdésében a klasszikus modszereket alkalmazzuk, és a
végeselem-modszer pontossagat ennek megfeleléen kell megvalasztanunk. Azt kell szem el6tt

tartanunk, hogy a szerkezet szilardsagilag minden varhat6 ¢és eldirt terhelési esetnek megfeleljen.
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4. MELLEKLET

Hibabecslés h-tipusu kozelitéskor

[Kovacs-Moharos-Oldal-Szekrényes: Végeselem-modszer, Typotex, 2011.]

A h-tipust kozelitésen azt értjiik, amikor a felbontas sordn az elemek méretét csokkentjiik, a kozelitd
fiiggvények fokszamat nem valtoztatjuk. Vizsgéaljuk meg, hogyan valtozik egy / hosszasagi rad
esetén a hiba normdja az elemméret fliggvényében! Osszuk fel a rudat NV szami, azonos hosszisagu
elemre, ekkor egy elem hossza:

/
h=—.
- (M1)
Az u(x) egzakt elmozdulasmezd kozelitd megoldasa uyz, (X) szakaszonként linedris fliggvény,

amelyrdl tudjuk, hogy az interpolacios pontokban megegyezik az egzakt megoldassal.

u(jh) = wyp, (R, j=0,1,....N (M2)
A kozelités hibdja az 7 -edik elemen:
€,(x) = u(x) =y, (x), x0[(i- Vhsin], i=1,2,....N (M3)

Ha a megoldés folytonosan derivalhatd, akkor a hibafiiggvény is folytonosan derivalhat6. Az (M2)
alapjan az elemek hatarain a hiba zérus, ebbdl €s a folytonossagbol kovetkezik, hogy az elemen beliil a
hibafiiggvénynek lesz szélséértéke. A hiba |e;| maximum helyét X, -vel jeldljiik (M1. abra). Ebben a
pontban

ei' (x)=0. (M4)
e’ (x)=0
e(x)
g X
x=(i-1)h X x=ih i
M1. dbra: Hibafiiggvény az Z -edik elemen
Uyeps (%) linedris, ezért u,,,, (x)= 0, ekkor
e (0= [e €)d = [u € df, x0[(i- )hiin].
Ha \“\ =< akkor
e o=, x0|(i- 1)hin], & (M5)
maxﬁei' (x) ES cth, x0 [(l - 1)h,lh] . (M6)
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Fejtsiik Taylor-sorba e;(x) fuggvényt x; pontban (a Lagrange-féle maradék tagot is felhasznalva):

)= e+ (- 5, )+ E e ) (M)
Ha a hibafliggvény maximuma az elem masodik felében van,
ih- x5 2 (M8)
Akkor:
i) = 0= e (x)+ (= e, (o) + P20 ) €0 [wsin].
helyettesitve (M4) ¢és (M5)-t:
0= ¢,(x)+ (ih- x)00+ 2x) ©). (M9)
(M9)-bdl, felhasznalva (M5) és (M8)-t:

= max| 27X ;) " @) ﬁc (M10)

Ha a hibafliggvény maximuma az elem elsd felében van, akkor a Taylor-sort az x = (i-1)n helyen
vizsgaljuk, ahol értéke szintén zérus, igy ekkor is a (M10) egyenlethez jutunk.
A rud alakvaltozasi energidja:

!
U(u) = %I(AE(u')z)dx, (M11)
0
A hiba alakvaltozasi energidja:
1 n
U(e) = %J’(AE( ) )atx = —Z I( &) e < —nh(AEC n),
0 =1 (;=1)h

figyelembe véve, hogy nh = [, és a konstansokat 6sszevonva a hiba normaja:
el = VU (&) < K, Ch . (M12)
Ebben a kifejezésben a A, ismert konstans, a C a VEM eredményének ismeretében kis hibaval
becsiilhetd, /2 az elemméret. Ennek megfeleléen az eredmény hibaja az elemmérettel ardnyos. Ha a
feladat megoldésa eldtt akarunk hibabecslést végezni, akkor az ismeretlen konstansokat sszevonjuk.
Ekkor a hiba maximalis értéke a C ismeretlen miatt nem szamithat6, de az eredmény konvergenciéja
lathato lesz. (M12) és (M1)-bdl:

k
lell< = - (M13)
A gyakorlati példdk esetében gyakran eléfordul, hogy az elmozdulésfiiggvény nem sima fiiggvény.
Ekkor a hiba normdja és az elemszam kozti osszefliggés a kovetkez6képpen alakul:

e < Nﬁ : (M14)
ahol B, akozelitd figgvények P fokszamatdl és a megoldas A jellegétdl fliggd konstans.
g = —mm(p,)\ ) (M15)

Szigortibb feltétel, ha nemcsak a hiba normajat, hanem a hibat a teljes tartomanyon vizsgaljuk.
Eléfordul, hogy a hiba normaja monoton konvergal, de a megoldds nem monoton, ezt csak tigy lehet
kiszlirni, ha nemcsak a globalis, hanem a lokalis hibat is vizsgaljuk.
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